TEMPERUOTO DERINIMO MATEMATIKA
GEOMETRINE PROGRESIJA IR LOGARITMAI MUZIKOJE

Temperuotas muzikinis garsiaeilis (dar yra natiiralusis akustinis muzikinis garsiaeilis)
— tai garsy daZnumy seka, kurioje bet kurio 13—tojo nario daZnumas yra 2 kartus aukStesnis uz
pirmojo (kurj sekos narj laikyti pirmuoju — laisvas pasirinkimas), o visi gretimy sekos nariy
daznumy santykiai yra lygus [2]. Dvylika i§ eilés einanCiy bet kuriy sekos nariy grupé sudaro
oktava.

Dauguma muzikos instrumenty (fortepijonas, vargonai) yra derinami pagal temperuotg
garsiaeilj, tac¢iau dalis jy tebéra natiiralaus akustinio derinimo (smuikas, violoncelé, visi puciamieji)
[1]

Temperuotas derinimas galutinai jsigal€jo nuo J. S. Bacho (1685-1750) laiky [1].

KlaviSiniais muzikos instrumentais (fortepijonas, vargonai) temperuotas garsiaeilis
yra iSgaunamas klaviatiros klavisais (baltais ir juodais). KlaviSai sugrupuoti oktavomis. Vieng
oktavg sudaro 12 klaviSy: 7 pagrindiniai (baltieji) ir 5 tarpiniai (juodieji). Klaviaturoje klaviSai
iSdéstyti tokia tvarka, kad, spaudZiant juos paeiliui i$ kairés j deSing, girdimi palaipsniui vis
auksStesni garsai. Garso aukStumas apibiidinamas stygos virpesiy daznumu, t.y. stygos virpesiy
skai¢iumi per sekundg¢. Virpesiy daznumo matavimo vienetas - hercas (Hz).

Nustatykime rysj tarp klaviatiiros klaviSo eilés numerio ir tuo klaviSu iSgaunamo
garso daZznumo.

Pirmiausia $j ry$j nustatykime negrupuodami klavisy j oktavas, t.y. visoje klaviatiiro-
je klaviSy numeracija tegul bus iStisiné. Antroje dalyje §j ry$j nustatysime jvertindami klavisy gru-
pavimg oktavomis.

Pirma dalis

Numeruokime klaviatiiros klaviSus (baltus ir juodus) didéjimo tvarka i$ kairés deSinén
pradédami nuo bet kurio laisvai pasirinkto klaviSo (kad ir juodo). KlaviSy numerius Zymékime raide
n. Pradiniam kaviSui suteikime nulinj eilés numerj (n=0). Sekancio klaviSo eilés numeris bus pirmas
(n=1), toliau — antras (n=2) ir t.t. iki paskutinio klaviatiiros klaviSo. | kair¢ pus¢ nuo nulinio klaviSo
klaviSy numeriai eis maz¢jimo tvarka ir turés neigiamas reikSmes, t.y. po nulinio klaviSo eis klavi-
Sas, kurio eilés numeris bus minus 1 (n=-1), toliau — n=-2 ir t.t. iki pirmojo klaviatiiros klaviSo.

KlaviSais i§gaunamo garso daznumg (toliau sutrumpintai — klavi§o daznuma)
zymékime f,,. Tad pradinio (nulinio) klaviSo daznumas bus f,, sekancio klaviSo (pirmo) — fj ir t.t.
Bendru atveju, klaviSu n i§gaunamas daZznumas f,.

Ry$j tarp klaviattiros klaviSo eilés numerio ir to klavi§o daznumo nustatysme i§ Siy
pradiniy salygy — temperuoto muzikinio garsiaeilio savybiy [1],[2]:

eoktavoje yra 12 garsy (klaviSy),
eoktavos intervalu besiskirianciy garsy daznumy santykis (didesnio i§ maZesnio) lygus 2,
evisy gretimais klaviSais iSgaunamy garsy daznumy santykis yra pastovus (vienodas).

Pazymeéje Sio pastovaus santykio reikSme raide q, matematiskai uZraSytas pradiniy sa-
lygy paskutinis punktas atrodys taip:

'I—':q ................................................ (1), arba:

fn+1=fn* L (2)

IS (2) matome, kad kiekvieno sekancio klaviSo daznumas yra lygus pries ji esancio klaviso daznu-
mui, padaugintam i§ tam tikro pastovaus daugiklio, kurj pazy mé¢jome raide q. Pagal ka tik sufor-
muluotg teiginj sudarykime klaviSais i§gaunamy daZznumy matematines iSraiSkas, pradédami nuo
nulinio klaviSo:

Jo—nulinio (laisvai pasirinkto) klaviSo daZznumas,
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J1=forq—sekan¢io (pirmo) . .
Jo=fiq = forq:q = forq® —antro ,
f5 = piq = forqP+q= for —treéio ., L irtt.

Apibendrinant gautas matematines iSraiSkas pagal analogijg galime paraSyti bet kuriuo klavisSu
i§gaunamo garso daznumo 1SraiSkg fi:

fn =fo*qn ............................................................. 3)

ISraiSka (3) yra ne kas kita kaip geometrinés progresijos bet kurio nario formulé b, =b« q™!,
kurioje pirmasis progresijos narys yra ne by,0 f,. Dél tokio pakeitimo pasikeite ir progresijos var-
diklio q laipsnio rodiklis — vietoje n-1 tapo lygus n.

Nustatykime kam lygus Sis geometrinés progresijos vardiklis arba, kitaip sakant, pa-
stovus daugiklis q anksc¢iau gautose daznumy matematinése iSraiskose.

Dvyliktuoju klaviSu iSgaunamo garso daZnumas:

12 = o5 Q2 e, 4)
Sis daznumas yra dvigubai didesnis uZ miisy laisvai pasirinkto nulinio klaviSo garso daznuma f,
(oktavos intervalas):

J12 7 0 52 e (5)
Sulyginkime iSraiSky (4) ir (5) deSinigsias puses:

forq'?=fo+2, 1% kur:

q'?=2 ir
12 iy
Q= W & 6)

Gauta q reikSme jstatykime  (2):

Jo+1=fu *-:1\'II|—1I_ .................................. (7)

ISraiSka (7) rodo, kad garsy daznumai didéja geometrine progresija.

ISvada 1:  Klaviatiiros klaviSais iSgaunamy garsy daznumai palaipsniui didéja geometrine
progresija, kurios vardiklis q = '\/T , t.y. kiekvienu sekanciu klaviSu iSgaunamo garso daz-
numas yra lygus pries ji esanc¢io klaviSo garso daznumui padaugintam is '\/.T .

Siq= 'v/l_ reik§meé vadinama pustoniu. Lygybe (7) galima vadinti pakélimo pustoniu
matematine iSraiSka.

Tad pakelti pustoniu reiSkia padidinti daZznuma wf{.‘_ karto (":x’{l_ =1,059463...). Sj
padidinimg iSreiSkus procentais, gausime:

(q-1)-100% = (w/.‘_ 1)-100% = (1,059463...-1) «100% = 5,9463...% = 5,95 %, t.y.
pakelti pustoniu reiskia padidinti garso daZznumg =5,95 procento.

Kaip matome pustonio skaitiné reikSmeé q = '\/.‘_ yra iracionalinis skaiCius. Tai reiskia,
kad jo reikSmé yra apytikslé ir gali buti iSreikSta tik tam tikru norimu tikslumu.
Pakelti tonu reiskia 2 kartus paeiliui pakelti pustoniu. Tai bus daZnumo padidinimas

q+q =32 #1 = V7 karto W2 =1,12246...), arba
(q+q-1) = 100% = (¥ -1)~100% =(1,12246... -1) = 100% = 12,246...% =12,25%, 1.y.

pakelti tonu reiSkia padidinti daznuma E1,'/.’_kart0 (Ex'/.’_=1,12246...) arba =12,25 procento.
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Istate q reikSmg¢ i (3), turésime formule, pagal kurig galésime paskaiciuoti bet kuriuo
klaviSu iSgaunamo garso daznumo reik§me¢ pagal to klaviSo eilés numerj n ir nuliniu klaviSu iSgau-
namo garso daznumg fo:

fn=f0*]\'{T(8)

Tai ir yra rySys tarp klaviatiiros klaviSo eilés numerio n ir tuo klaviSu iSgaunamo
garso daznumo f,.

I8 (8) matome, kad visais klaviSais iSgaunamy daZznumy reik§mes (i8skyrus visy okta-
vy klaviSus la ) néra sveikieji skaiciai, o yra iracionalinés ir gali biiti iSreikStos tik tam tikru norimu
tikslumu. Pirmos oktavos klaviSu la iSgaunamas daznumas yra 440 Hz [2].Tai etaloninis (atrami-
nis) garsas muzikoje. Nuo jo atskai¢iuojami visy kity garsy daznumai. Pirmos oktavos garsg la
(440 Hz) 18duoda ir kamertonas. Fortepijonu klaviSais la yra iSgaunamos (pradedant nuo
Zemiausios) 27,5 55 110 220 440 880 1760 3520 Hz daZnumy reik§més.

Priklausomai nuo to, kurj klavi$g klaviatiiroje pasirinksime pradiniu (nuliniu), nuo jo |
kairg klavisy eil. numeriai bus neigiami. Atitinkamai tokias reikSmes reikés statyti ir | formulg (8).

Pradiniu (nuliniu) klaviSu patogiausia rinktis kurios nors oktavos klavi$g la, nes Siais
klaviSais iSgaunamy garsy daznumai yra sveiki skaiciai (iSimtis — subkontroktavos la, kuriuo iSgau-
namo daZznumo reik§mé¢ yra trupmenine — 27,5 Hz) [1], [2].

Pavyzdys 1.

Paskaiciuokime fortepijonu isgaunamy garsy Zemiausig ir auksCiausiq daZnumus, t.y. raskime
fortepijonu iSgaunamy garsy dlapazonq

Zemiausias fortepijonu iSgaunamas garsas yra subkontroktavos la, auksCiausias—

penktos oktavos do.

Pradiniu (nuliniu) klaviSu pasirenkame pirmos oktavos klaviSa la, kurio daznumas yra

440 Hz, t.y. f, =440 Hz.
Penktos oktavos klaviSas do yra 39-tas (n=39), skaiciuojant nuo I-os oktavos klaviSo la.

Statome Siuos dydZzius i (8):

fn =fo*]£ﬁ'{’2_l.

fro=440:427 = 440.¥ 2% 2 = 440 .23 42 =440.81,1892...~ 4186.,0 Hz

Zemiausias garsas — subkontroktavos la klavisas nuo I-os oktavos klavigo la j kaire bus 48-tas
(n =-48):

fas = 440 SN27%= 240/%2% = 4402¢ =440/16 = 27,5 Hz, ty. fortepijonu
iSgaunamy garsy diapazonas yra nuo 27,5 Hz iki 4186 Hz.
Pavyzdys 2.

Paskaiciuokime, kokj dainumg isduoda maZosios oktavos klaviSas do (Sios daZnumo reikSmés
reikés tolimesniuose skaiciavimuose, kai klavisus grupuosime j oktavas), zinodami kad I-osios
oktavos klavisas la iSduoda 440 Hz daZnumg.

fo =440 Hz
MaZosios oktavos klaviSas do yra 21-mas | kaire, skai¢iuojant nuo I-os oktavos klaviSo la, t.y.
=-21

Statom Siuos dydZius j (8):

for =440.827 =440 /327 = 440 /2827 =220 /417 =220 /427 = ”D*i};
*
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'I'IE ,“ll'_

— 11042 = 110.1,1892... = 130,81 Hz

Dabar suformuluokime atvirkscig klausima:
koks yra klaviSo eilés numeris, jei Zinomas tuo klaviSu iSgaunamo garso daznumas?

Tarkim, Zinome kuriy nors 2-jy klavi§y daznumus. Vieng i$ iy klaviSu laikant nuliniu,
reikia nustatyti antrojo klaviso eilés numerj.

Tai galime padaryti logaritmuodami lygybe (8) ir i$ jos iSreiSke klaviSo eilés numerj n.
Logaritmavimo pagrindg galime pasirinkti bet kokj, taCiau paprasCiausia formulés matemating
iSraiSka bus tuo atveju, jei logaritmuosime pagrindu 2 (dvejetainis logaritmas):

12 "
fr=fo¥2
log> fn = log fo +%10g22

logz fo = loga fo +_,.—, nes logx2=1
— =logz fn - logz fo = logo—

n=12:log— ..o (9)

ISvada 2: KlaviSo eilés numeris n yra lygus to klaviSo daZznumo santykio su nulinio klaviSo
dainumu dvejetainiam logaritmui, padaugintam i$ 12.
Pavyzdys 3.

Pirmos oktavos si bemol klavisu yra isgaunamas 440"':\/3_ =440:1,059463...= 466,16 Hz

daZnumas. Kokiu klavisu (koks jo eilés numeris) iSgaunamas 440:x/-1_=440*1,5874...= 698,46 Hz
daZnumas?

Pirmos oktavos si bemol klavis$g laikysime nuliniu: f, = 440:':\/3_ Hz

IeSkomuoju klaviSu i§gaunamas daZnumas f, = 440':\/-1_Hz
Statome Siuos dydZius ] (9):

0 :I; 12+ lng J;— 12+ 10g2 ‘1{; =12+« 10g2 ]\/_—

=12+« logz— = 12« lng

=12:logy " =12+— =17,

t.y. daznumas 440%/-1_= 698,46 Hz iSgaunamas 7-uoju klaviSu (n=7) i deSin¢ (n

reikSmé teigiama) skaiCiuojant nuo nulinio klaviSo (pirmos oktavos si bemol). Tai bus antros
oktavos klaviSas fa.
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Antra dalis

Dabar jvertinkime klavi§y grupavima oktavomis.

Numeruokime klaviattiros oktavas didéjimo tvarka i$ kairés deSinén pradédami nuo
bet kurios laisvai pasirinktos oktavos. Oktavas Zymékime raide m. Pradinei oktavai suteikime nu-
linj eilés numerj (m = 0), sekanti oktava bus pirma (m = 1), toliau antra (m = 2) ir t.t.

Pastaba: Misy priimta oktavy numeracija nesutaps su muzikoje nusistovejusiais ok-
tavy pavadinimais. Sie pavadinimai dalinai sutaps tik tuo atveju, kai maZajai oktavai suteiksime
nulinj eilés numerj — tada pirmoji oktava turés eilés numerj 1 (m = 1), antroji — eil. numerj 2 (m =
2), ir t.t. | kair¢ nuo maZosios oktavy numeriai bus neigiami: didZioji oktava turés eil. numerj mi-
nus 1 (m = -1), kontroktava — eil. nr. minus 2 (m = -2) ir subkontroktava— minus 3 (m = -3).

KlaviSy eilés numerius oktavoje Zymékime raide n, pradédami nuo nulinio (n = 0)
klaviSo (do). Sekantis — pirmas klaviSas (n = 1) bus juodas klaviSas do#, toliau — antras (n = 2)
klaviSas re, ir t.t. iki paskutinio oktavos klaviSo si, kurio eil. nr. bus 11 (n = 11). Sekanc¢ioje oktavo-
je klaviSy numeracija vel prasidés nuo nulio (n = 0), o oktavos eilés numeris m padidés vienetu.Tur
bt pastebejote, kad Cia, skirtingai nei I-je dalyje, klaviSy eilés numeriai yra tik teigiami skaiciai
nuo 0 iki 11 — neigiami gali buti tik oktavy numeriai.

KlaviSais iSgaunamo garso daznumo reik§mes Zymésime fin, Kur:

m — oktavos eilés numeris,

n — klaviSo eilés numeris toje oktavoje (n = 0; 1;2; ...; 11)

Pvz: Jo.o —nulinés oktavos nulinio klaviSo (do) iSgaunamas daZnumas,

fQ ,; — hulinés oktavos vienuolikto klaviSo (si) iSgaunamas daZnumas. Sekantis

klaviSas jau bus kitos oktavos nulinis klaviSas . Juo i§gaunamas daznimas —f, .

Ivedus auks$ciau priimtus Zymeéjimus bet kuriuo klaviSu i§gaunamo garso daZnumo
formulé (8) dabar atrodys taip:

Snn =fo,o*zmliu'{é_l....................................(10)

kur: Jmn — m-tosios oktavos n-tojo klaviSo toje oktavoje iSgaunamo garso daznumas,

fo,o — nulinés oktavos nulinio klaviSo (do) iSgaunamo garso daznumas.
Kaip matote, pradinés (nulinés) oktavos pradinis (nulinis) klaviSas visada bus klaviSas do. Nuo jo ir
atskaiiuosime mums reikiamg klavisa.

Pavyzdys 4.

Paskaiciuokime, kokj daZnumg iSduoda pirmos oktavos klavisas la?
MaZajai oktavai suteikime nulinj eilés numerj. Sios oktavos klavisu do i§gaunamas daznumas yra

11042 = 130,81 Hz (Zidir. Pavyzdys 2), t.y.:
fo=110\2 Hz

KlaviSas la pirmoje oktavoje yra devintas (m =1, n =9) ir Siuo klaviSu i§gaunamo garso daznumas
bus fi 0. Statom Sias reikSmes j formulg (10):

12147 3 S50
fo=11082 2" V27 = 110827 23] = 11022 =440 Hz
Dabar panagrinékime atvirkscig klausima:

Kaip nustatyti, kuriai oktavai priklauso klaviSas ir koks yra jo eilés numeris toje oktavoje, jei
Zinomas tuo klaviSu iSgaunamas daznumas?
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Tai galime padaryti iS lygybeés (10) iSreiSkus oktavos numerj m ir klaviSo eilés numerj
n. Tam Siek tiek pertvarkykime formule (10) ir abi jos puses logaritmuokime pagrindu 2:

Fan=foor2" N2

fm’n =]%,0*2m*: 11
Fun=fo0id T

log,- T log,——

(m+_..—)log22 = log,——

I (11) matome, kad santykio fm,n /fo,0 dvejetainis logaritmas m+% turi sveikajg dalj m ir trupme-

nin¢ — —. Sveikoji dalis (m) vadinama logaritmo charakteristika, o trupmeniné (—) mantise.

ISvada 3: Oktavos numeris yra lygus to klaviSo daznumo santykio su nulinio klaviSo

dainumu finn /fo dvejetainio logaritmo charakteristikai m, o klaviSo eilés numeris n toje
oktavoje — Sio logaritmo mantisei, padaugintai is 12.
Pavyzdys S.

Klavisu isgaunamas 22082 = 220.1,4983...= 329,63 Hz dainumas. Kuriai oktavai

priklauso Sis klavisas ir koks jo eilés numeris toje oktavoje?
Cia, taip pat kaip ir pavyzdyje 4, maZajai oktavai suteikime nulinj eilés numerj; tad

o =110V2 Hz,
Foun 20827 Hz

Statom Sias reikSmes j (11):

m+_..— = log,——

- w Yy ys /5 ,
m+:— = log 10 J_ = log,—— J— 10g2(2]i/;T) = log2(2xf{.-_) = 10g2-\f_’.3_*

IS Cia, pagal logaritmo apibréZima, turime:

2 % =l ®¥kur
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m+—= 1+— arba,
m+—=1+—, 0 jau ¢ia matosi, kad m =1, n =4,

ty. 22042 "= 329,63 Hz daznumg iSduoda I-os oktavos (m =1) ketvirtas klaviSas (n = 4).Tai bus I-
os oktavos klaviSas mi.
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